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1. Вступ 
 Математичними моделями різноманітних 
задач природознавства та техніки, як відомо, є 
диференціальні, інтегральні чи інтегро – 
диференціальні рівняння та їх системи. В наш 
час привертають до себе увагу дослідження 
систем диференціальних рівнянь з параметром 
чи з імпульсним впливом, узагальнені крайові 
задачі, інтегральні рівняння з обмеженнями.  
Задачі з додатковими умовами на шукану 
функцію є перевизначені, відносяться до класу 
нетерових задач. Зокрема до інтегральних 
рівнянь з додатковими умовами зводяться 
перевизначені задачі для диференціальних, 
інтегро – диференціальних рівнянь та більш 
складних класів функціонально – 
диференціальних рівнянь з параметрами. 
Дослідження задач з обмеженнями можна 
проводити за допомогою задач з параметрами.
 Побудова розв`язків задач з параметрами 
в явному вигляді можлива в дуже рідких 
випадках, Тому побудова та обгрунтування 
ефективних методів наближеного розв`язку задач 
з параметрами є актуальною задачею, яка має 
теоретичний та практичний інтерес.  
 Розглянутий [3] модифікований 
проекційно - ітеративний метод для інтегральних 
рівнянь зі слабкою нелінійністю та додатковими 
умовами значно поширив область застосування 
та прискорив швидкість збіжності порівнянно з 
ітераційним методом. Але іноді для інтегральних 
інтегральних рівнянь зі слабкою нелінійністю та 
додатковими умовами практично краще 
застосовувати нестаціонарний модифікований 
проекційно-ітеративний метод. Нестаціонарний 
модифікований проекційно-ітеративний метод 
можна трактувати як об’єднання проекційного і 
нестаціонарного ітераційного методів. 
 В даній роботі до задачі (1), (2) 
запропоновано новий підхід до дослідження 
сумісності цієї задачі та розроблено і 
обгрунтовано нестаціонарний модифікований 
проекційно-ітеративний метод . Розглянемо 
інтегральне рівняння зі слабкою нелінійністю 


 dttytFtxTdttytxKxfxy ))(,(),()(),()()( ,(1)  
і додатковими умовами 
,,1,)()( msdttyt ss 

  (2) 
  - малий параметр RK  )(: , RT  )(: , 
причому 

dxdttxK
2
),( , 

dxdttxT
2
),( , 
RututF 
~~
,),,( - неперервна функція своїх 
аргументів і за другою змінною задовольняє 
умову Ліпшиця, )(xf  і )(xs  належать класу 
)(2 L  і є відомими функціями, .,1, mss   - 
відома множина чисел, )(xy  - невідома функція. 
Задачу (1), (2) вважають сумісною, якщо існує 
функція )(2 Ly , яка задовольняє рівняння (1) 
та умови (2).  
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1.Задача з керуванням.  
Розглянемо задачу з керуванням 
 

dttytxKxuxfxy )(),()()()( 

 dttytFtxT ))(,(),( , 
,,1,)()( msdttyt ss 

   (3) 
де   mUuLy ),(2  – шукані елементи 
( 2LUm  ), причому )(xu  шукається в вигляді 
),()(
1
xxu s
m
s
s

  (4) 
)()}({ 21   Lx
m
ss  - система лінійно незалежних 
функцій. 
Зведемо задачу (3) до еквівалентного 
інтегрального рівняння без обмежень. Для 
цього ядро K  подамо у вигляді 
),(),(),( txBtxHtxK      і позначимо 


 .))(,(),()(),()(:)( dttytFtxTdttytxBxfxz (5) 
Тоді задача (3), врахувавши заміну (5), набуде 
вигляду   
,)(),()()()( 

 dttytxHxzxuxy  
msdttyt ss ,1,)()( 

.  (6) 
Задачу (6) будемо трактувати як допоміжну 
задачу, де )(),(),( 22  LtxHLz  - задані 
функції, )(xy  та )(xu  треба визначити. 
Тут і в подальшому припускаємо, що задача 
(3), з урахуванням [3], має єдиний розв'язок, 
тобто існують такі функції ),(),,( txNtxG , що 
розв'язок цієї задачі зображається формулами 


 ,)(),()()( dttztxNxrxu  


 dttztxGxzxkxy )(),()()()( . (7) 
Підставивши вираз (7) в співвідношення (5) та 
позначивши   

 ,)(),()(:)( dttktxBxfxg  


 ,),(),(:),( dtGxBtxM           (9) 


 ))(),()()(,(:))(,( dztGtztktFtztC , (10) 
отримаємо інтегральне рівняння 


 dttztxMtxBxgxz )()),(),(()()(  
+ 

 dttztCtxT ))(,(),( .  (11) 
Таким чином , дослідження задачі (3) звелося до 
дослідження інтегрального рівняння (11). 
2.Суть методу.   До розв’язання задачі (1)-(2) 
застосуємо нестаціонарний модифікований 
проекційно-ітеративний метод. Нехай задано 
координатні системи лінійно незалежних 
функцій    n
jj
m
jj
xx
11
)(,)(

 ,  )()( 21   Lx
kn
jj
, та 
неспадну послідовність натуральних чисел kn , 
причому ,...,3,2,1,0,  knnk  де Nn  - деяке 
фіксоване число, і наближення  )(1 xyk  вже 
побудоване. 
Побудуємо функцію  
 

 dtttytxBxfxz kkk ))()()(,()()( 1  
+ 

 dttytFtxT k ))(,(),( 1 , ),(),(),( txBtxKtxH  (12) 
в якій     



n
j
j
k
jk xax
1
)()( ,   (13) 
а невідомі коефіцієнти  ,,1, njakj    
визначаються з умови 


  ,,1,0)())()()(( 1 nidxxxxlxz ikkk (14) 
де      



n
j
j
k
jk xax
1
)()( .               (15) 
Після цього знаходимо функцію  



kn
j
j
k
jk xcxl
1
)()( .   (16) 
Коефіцієнти kjc  якої визначаємо з умови  


 kikk nidxxxlxz ,1,0)())()(( .  (17) 
Тоді  наближений розв'язок знаходиться із 
задачі  


 ,)(),()()()( dttytxHxlxuxy kkkk  
,,1,)()( msdttyt sks 

 (18) 
а )(xuk  шукається у вигляді  



m
s
s
k
sk xxu
1
)()(  
3. Обґрунтування методу. 
  За умови, що системи функцій 
   n
jj
n
jj
xx
11
)(,)(

  пов'язані співвідношеннями 


 ,)(),()()()( dtttxHxxx jjjj


 0)()( dttt js .    .,1,,1 njns      (19) 
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алгоритм (12)-(18) можна звести до 
нестаціонарного проекційно-ітеративного методу 
[2] розв’язання інтегрального рівняння  


  dtttltxMtxBxgxz kkk ))()())(,(),(()()( 1
+ 

 dttltCtxT k ))(,(),( 1 , (20) 


  ,0)())()()(( 1 dxxxxlxz ikkk  


 1,1,0)())()(( kikk nidxxxlxz . 
Дійсно, за припущенням п.1, існує єдиний 
розв’язок задачі (18), який визначається 
формулою  


 ,)(),()()()( dttltxGxlxkxy kkk  (21) 
Врахувавши формулу (19) та  
 )(xk  

 dtttxGx kk )(),()( , маємо   
 )()(1 xxy kk   )()( 1 xlxk k  )(xk  
+ 

  dtttltxG kk ))()()(,( 1 . 
Підставивши вирази (18), (19) в співвідношення 
(12) і врахувавши позначення (9)-(10) отримаємо 
рівняння (20). 
Достатні умови збіжності розглянутого методу 
встановлюються аналогічно [2]. 
4. Обчислювальна схема. 
З точку зору реалізації нестаціонарного 
проекційно-ітеративного методу (12)-(18) зручно 
користуватися наступною обчислювальною 
схемою. 
Припустимо, що послідовність  kn , початкове 
наближення )(0 xy  і система лінійно незалежних 
функцій  )(xi  та ядро 


r
j
jj tbxatxH
1
)()(),( - задані. 
Обчислюємо допоміжні величини і функції: 
- утворюємо матрицю B , яка має вигляд 
,
1...2
............
...1
...1
1
22221
11211


















rrr
r
r
r
B   (22) 
де  

 dttbta jiij )()( ,     rjri ,1,,1   ; 
- знаходимо матрицю 1B , обернену до матриці 
B ; 
- формуємо вектор  jrjj ddd ,...,1 , координати 
якого обчислюємо за формулою  


 dtttbd ji
j
i )()( ,    ri ,1 ;  (23) 
- будуємо вектор       jrjj ccc ,...,1   за 
формулою jj dBc
1 ; 
- будуємо нову систему функцій  n
jj
x
1
)(

  за 
формулою 



r
j
jjjj cxaxx
1
)()()(    nj ,1 ; (24) 
- обчислюємо функції )(xj  


 dtttxBx ji )(),()( ,    nj ,1 ;(25) 
- утворюємо матрицю  , елементи якої ij , 
nji ,1,   обчислюємо за формулою 


 dxxxx ijjij )())()(( ;  (26) 
- знаходимо матрицю 1 , обернену до матриці 
 ; 
Будемо вважати, що )(1 xyk  - відоме наближення, 
тоді виконуємо ітерацію           
 )()( xfxvk  
 

 dttytxB k )(),( 1 

 dttytFtxT k ))(,(),( 1 ; (27) 
- знаходимо нев’язку   )()()( 1 xlxvx kkk  ; 
- формуємо вектор  knkk bbb ,...,1 , координати 
якого обчислюємо за формулою  


 dxxxb jk
k
j )()( ;  (28) 
- знаходимо вектор  knkk aaa ,...,1 ,   kk ba 1 ; 
- будуємо  функцію  



r
j
j
k
jk xax
1
)()( ;  (29) 
- обчислюємо   
)()()( xxvxz kkk  ;   (30) 
- будуємо  функцію 


kn
j
j
k
jk xcxl
1
)()( , де 
невідомі kjc  знаходяться з системи рівнянь   


 dxxxz jk )()( = 


kn
j
ij
k
j dxxxc
1
)()( , knji ,1,  ; 
- визначаємо k -те  наближення із задачі 


 ,)(),()()()( dttytxHxlxuxy kkkk
.,,1,)()( msdttyt sks 




m
s
s
k
sk xxu
1
)()( .(31) 
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5. Приклад. 
Реалізуємо побудовану обчислювальну схему 
для задачі  
,)(),()(),(
4
3
54
97
)(
1
0
2
1
0
2
  dttytxTdttytxKxxxy
 
1
0
3
1
)( dtty , 
де  10
,,3
,3
),( 





 x
txt
txx
txK ,  ),(
2
1
),( txKtxT  . 
Застосуємо до даної задачі нестаціонарний 
проекційно-ітеративний метод (12)-(18), причому 
для зручності обчислень, нехай 0),( txH . 
Покладемо 1)(,3,1 21  xnnn .  
За координатну систему візьмемо ортогональні 
функції на відрізку  1,0  - поліноми Лежандра 
166)(,12)(,1)( 2321  xxxxxx .  
Використавши формулу (22)-(26), маємо  
12)(1  xx ; ,
2
3
)( 231 xxx   
3078,2,4333,0 1    
Взявши за початкове наближення 00 l , і з 
задачі  
00 )( xy , 
3
1
)(
1
0
0  dtty , 
маємо 
3
1
)(0 xy . 
Маючи )(0 xy  і використавши рекурентні 
формули (27)-(31), знаходимо перше наближення 
32
1 2413,06952,09629,0)( xxxxz   
2
1 333,08178,00121,0)( xxxl  , 
2
1 333,08178,00354,0)( xxxy  . 
Використовуючи формули (27)-(31) і отримане 
)(1 xy , знаходимо друге наближення  
432
1 1638,03945,06987,09931,0)( xxxxxz  + 
65 0055,00408,0 xx  ,  
2
2 324,08676,00097,0)( xxxl   
2
2 3240,08676,00075,0)( xxxy  . 
Продовжуючи цей процес далі, можна отримати 
наближення з заданою точністю.  
 Наведена таблиця характеризує 
відхилення знайдених наближень від точного 
розв’язку 
2)2(41)(   xxy . 
 
x  )(xy  )(xy - )(1 xy  )(xy
 - )(2 xy  
0 0 -0,0354 -0,007 
0,25 0,2098 -0,0092 0,005 
0,5 0,3600 -0,0010 -0,0003 
0,75 0,4710 0,0096 -0,0049 
1 0,5555 0,0353 0.0044 
 
6. Висновки. 
 В даній роботі знайдено умови сумісності 
нелінійних інтегральних рівнянь зі слабкою не-
лінійністю з обмеженнями. Побудовано та 
обгрунтовано модифікований нестаціонарний  
проекційно – ітеративний метод. Встановлено 
достатні умови збіжності та оцінки похибки 
запропонованого методу. До вихідної задачі 
наближені методи не могли бути застосовані або 
збігалися повільно, то новий метод, побудований 
з використанням узагальненої допоміжної задачі, 
має більш широку область застосування і 
набагато швидше збігається. 
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